Derivadas

Definicao
Uma fungdo f : X — R diz-se derivavel em xg € X N X’ se existe d € R tal que
T — S

T—T0 r — X
Ao valor real d chama-se derivada de f em xq e escreve-se f'(xg) = d ou D f(x¢) = d.

Nota
Observe-se que, considerando h tal que xo + h € Domf, e fazendo a mudanca de varidvel
x = xg + h, obtemos que

flx) = flxo) _ lim f(zo+h) — f(z0)
h
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Definicao
Dada uma funcdo f : X — R derivdvel em c € X N X', a reta de equacdo
y— f(c) = f'(¢)(xz — ¢) designa-se por reta tangente ao grafico de f em (¢, f(c)).

Definicao
Dada uma fungdo f : X — R derivdvel em ¢ € X N X', chama-se reta normal ao grafico
de f em (c, f(c)) a reta perpendicular a reta tangente ao grafico de f nesse ponto.

5. Derivadas TR i



Definicao
Uma fungdo f : X — R diz-se derivavel se f for derivdvel em todos os pontos de X.

A funcio f': X — R  diz-se a funcdo derivada de f.
z — fl(x)

Teorema

Sejam f: X — R uma funcdo, xo € X N X'. Se f é derivdvel em x( ent3o f € continua em
Z(-

Corolario
Seja f : X — R uma fungdo derivdvel. Entdo f € continua. J
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Definicao

Uma fungdo f : X — R diz-se

o derivavel a direita em xg € X N X/, se existe d € R tal que lim M
x%xar T — o

Ao valor real d chama-se derivada a direita de f em x e escreve-se f'(z7) = d;

o derivavel a esquerda em g € X N X' se existe d € R tal que lim M
Ty T — o

Ao valor real d chama-se derivada a esquerda de f em xq e escreve-se f'(zy) = d.

=d.

=d.
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Proposicao
Sejam f : X — R uma fungdo, zo € X N X/ N X' . Entdo

existem f/(war) e f'(xg)

f derivavel em xy <~—

F'(@d) = f'(xo)-
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Regras de derivacao
Proposicao

Sejam f,g: X — R funcgbes derivdveis em xq € X N X'. Ent3o:
o [+ g éderivivel em xg e (f + g)'(x0) = f'(z0) + ¢'(z0);
@ dado A € R, \f é derivdvel em zg e (\f) (xg) = A f'(x0);

o fg é derivavel em xy e (fg)'(x0) = f'(x0)g(x0) + f(z0)g'(x0);

e se g(zp) # 0 entdo f é derivavel em x( e

<f> (o) = L (330)9(90(;)2(;5(930)9 (0)
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Teorema

Sejam X, Y subconjuntos de R, f: X — Y, g:Y — R fungées, ce X N X', f(c) e Y'.
Suponhamos que f € derivdvel em ¢ e que g é derivdvel em f(c). Entdo go f € derivdvel em c e

(9o f) (c) =g (f(e)f ().

Teorema

Sejam X e Y subconjuntos ndo vazios de R, f: X — Y uma funcdo bijetiva e suponhamos
que:

o [ éderivivelemce X NX';
o f(c) #0;

o f~1 é continua em f(c).

Entdo f=1 €é derivdvel em f(c). Além disso, (f_l)/ (F(e) = f(e)
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Derivadas das funcoes exponenciais e logaritmos

Para a € RT\ {1}

Cilculo

5. Derivadas 2025/2026
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Derivadas das funcoes trigonométricas e das funcoes hiperbdlicas

sen’ x = cosx cos'z = —senx
tg' © = sec® x cotg’ x = — cosec®
sec’ x = secx tgx cosec’ x = — cosec cotgx
sh’z =chz ch’z =shz

/ 2 ! 2
th' x = sech” x coth’ z = — cosech” x

/ /

sech’x = —sechx thx cosech’ x = — cosech z coth z



Derivadas das funcoes trigonométricas inversas e das funcoes hiperbdlicas

Inversas
arcsen’ ¢ = ;
V1—22
arctg’ © = 1
8= 1+ 22
arcsec’ r = !
xvzx? —1
1
argsh’ © = ——
& V1+ 2
argth’ x =
e 1— 22
argsech’ x = _71
S V1 — 22

Cilculo

-1
arccos’ r = ———
V1—22
arcotg’ x = ———
rcotg’ x 522
, -1
arcosec r =
zvr? —1
1
argch’ x =
& 2 —1
argcoth’ z =
e 1—z2
argcosech’ z = _71
8 V1 + 22
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Alguns teoremas envolvendo derivadas

Teorema

Seja f : X — R uma fungdo derivavel em c € X N X" N X! . Se c é um ponto de extremo
de f entdo f'(c) = 0.

Teorema (de Rolle)

Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua, derivdvel em |a,b] e tal que f(a) = f(b). Entdo
existe ¢ € |a, b[ tal que f'(c) = 0.
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Teorema (de Lagrange)

Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua, derivdvel em |a,b|. Entdo

de€la,b  f(b) — fa) = f'(c)(b—a).

y A
f(®)
f(e)
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Coroldrio
Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua, derivavel em |a,b[. Se f'(x) = 0 para todo o
x €la,b| entdo f € constante.

Coroldrio
Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua, derivdvel em |a, b.
e Se f'(x) > 0 para todo o = €a,b| entdo f € estritamente crescente.
(

e Se f'(x) < 0 para todo o x €la,b| entdo [ é estritamente decrescente.

Teorema (de Cauchy)
Sejam f, g : [a,b] — R fungbes continuas, derivdveis em |a,b|. Entdo

Jeela,bl  [f(b) - f(a)]g'(c) = [9(b) — g(a)] f'(c).
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Teorema (de Darboux)

Seja f : [a,b] — R uma fungdo derivdvel. Entdo

f'(la,b]) contém o intervalo fechado de extremos f'(a) e f'(b).

Corolario

Seja f : [a,b] — R uma funcio derivavel tal que f'(a)f'(b) < 0. Entdo existe ¢ € a, b| tal
que f'(c) = 0.

Corolario

Sejam I um intervalo de R e f : I — R uma funcdo derivdvel. Entio f'(I) é um intervalo. J
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-
Teorema (Regra de I'Hopital)

Sejam a,b nidmeros reais, a < b, f,g:]a,b[ — R fun¢bes derivdveis. Seja c € {a,b} e

. L B [
suponhamos que glg_)mc f(z) = 9161_>rncg(ac) = 0 e que existe 9161_>rnc 7@)
!
Ent3o existe lim f(z) e lim @ = lim ! (:c)
T—C g(x) T—ve g(x) T—ve g’(m)
Nota

A Regra de I'Hépital é também vdlida:
@ quando se calcula o limite quando x — +00 ou quando x — —oo;

@ considerando, no teorema anterior,

lim f(z) = lim g(z) = 400 ou lim f(z) = lim g(z) = —oc0

e tomando ¢ € RU {—o0, +00}.
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Derivadas de ordem superior

Definicao
Sejam f: X — R uma fungdo e c € X' N X. Diz-se que f é duas vezes derivavel em ¢, ou
que f tem derivada de 22 ordem em c ou que f tem segunda derivada em c se
el

30>0g= f‘Xﬂ]cfé,ché[”
Representa-se a segunda derivada de f em ¢ por f" (c) ou f®)(c).
Diz-se que f tem derivada de 22 ordem se f € duas vezes derivavel em qualquer ponto do
seu dominio (note-se que, em particular, temos que X C X').
Afuncio f: X —s R chama-se funcio segunda derivada de f.

z — f(2)

€ derivavel em c.




Nota

Indutivamente define-se derivada de ordem n de f em c e a funcao derivada de ordem n
de f.

Denota-se a derivada de f de ordem n por f™ ou D"f.

Convenciona-se que f(©) = f.

Teorema

Seja f: X — R uma funcdo que admite segunda derivada em ¢ € X N X’. Suponhamos que
f'(¢) = 0. Entéo, se f"(c) >0, ¢ é um ponto de minimo local de f e se f"(c) <0, ¢ é um
ponto de maximo local de f.
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