-
Limites
Definicao

Sejam f: X — R uma funcdo, c € X' e d € R. Diz-se que o limite de f quando = tende
para c é d se

Ve>03d>0Vere X O0<|z—c|<d=|f(z)—d <e.

Escreve-se ento lim f(z) = d.
Tr—cC
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Nota

o Note-se que a definicdo de limite permite calcular lim f(x), sendo c € X'\ X, isto €, ¢
pode ndo pertencer ao dominio da fungdo; e

@ Sece XNX', olim f(x) ndo tem de ser f(c). Alids, o valor que a fungdo toma em c é
irrelevante no célcflfocdo limite, visto que consideramos os pontos do dominio da funcio,
proximos mas diferentes de c; )




Proposicao
Sejam f,g: X — R fungées, ¢ € X', e suponhamos que existem lim f(x) e lim g(z).
T—C

Tr—c
Ent3o:

o existe liin(f +9)(x) e é igual a ligl f(z) + lim g(x);

Tr—C

o existe lim(fg)(x) e € igual a liin f(a:)liLn g(x);

Tr—C
f lim f(x
o se lim g(x) # 0 entdo existe lim *(z) e é igual a 25—
T—c z—c g lim g(a:)
Tr—C
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O conceito de limite pode ser generalizado, permitindo-se que o lim f(x) possa ser +oco ou
T="Cl
—00.

Definicao
Sejam f : X — R uma funcio e c € X'. Diz-se que:
@ o limite de f quando x tende para c € +00 se
VM eR3IF>0Vee X\ {c} lt —¢c|<d= f(z) > M
e escreve-se lim f(z) = +oo;
Tr—c
@ o limite de f quando x tende para c é —o0 se
VMeR3IF>0Vre X\ {c} lt —¢c| <d= f(z) <M

e escreve-se lim f(z) = —oo.
Tr—c
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Podemos também pensar no que acontece se o dominio X de uma func¢do f for ilimitado, a
direita ou a esquerda, e fizermos x € X tender para +00 ou —oo.

Seja f: X — R uma funcio.

Se X é um conjunto ndo majorado, diz-se que:

@ o limite de f quando x tende para +oo é d e escreve-se lirf f(z) =dse
T—r+00

Ve>03INeRVze X x>N=|f(x)—d| <e

@ o limite de f quando = tende para +o00 é +00 e escreve-se lirJlra f(x) =400 se
T—>+00

VM eRINeRVze X x >N = f(x) > M.

Definir limite de f quando = tende para +oo é —oo, escrevendo-se lirf f(z) = —cc.
T—r+00
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Se X é um conjunto n3o minorado, diz-se que

@ o limite de f quando = tende para —oo é d e escreve-se lim f(z) =d se
——00

Ve>03INeRVze X < N=|f(x)—d<e.

Definir limite de f quando x tende para —oo é +00 ou é —o0, escrevendo-se,
respetivamente,
lim f(z)=+ocoou lim f(z)=—o0.

T——00 T—r—00



Definicao
Seja f : X — R uma funcio.

Se c € X', diz-se que o limite de f quando = tende para c por valores superiores a c ¢

d se
Ve>035>0 z€le,e+0[NX = |f(x) —d| <e.

Escreve-se lim+ (x) = d e diz-se que o limite a direita, de f, em ¢, € d.
Tr—cC




Definicao
Seja f: X — R uma fungdo. Se ¢ € X', diz-se que o limite de f quando x tende para ¢
por valores inferiores a c € d se

Ve>036>0 rele—6,c[NX = |f(x) —d| <e.

Escreve-se lim f(x) = d e diz-se que o limite a esquerda, de f, em ¢, é d.
Tr—Cc




Nota

De forma inteiramente andloga se definem lim f(x) = 400, lim f(z) = —o0,
z—ct z—ct

lim f(zx) =400 e lim f(z)= —oc.

xr—c— xr—c—

Proposicao

Sejam f : X — R uma fungdo e c € X/ N X' . Entdo

lim f(z) =d <= lim f(z)= lim f(z) =d.

T—rC T—c™ rz—ct
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Proposicao
Sejam f,g,h: X — R, c € X' e suponhamos que
oVzeX  f(x) < g(x) < h(w);

e lim f(x) e lim h(x) existem e sdo iguais aa € R, a = +00 ou a = —00.
Tr—cC Tr—cC

Entdo existe lim g(x) = a.
Tr—c
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N
Continuidade

Definicao
Uma fungdo f : X — R diz-se continua em xg € X se
Ve>036>0Vere X |x — 20| <6 = |f(x) — f(x0)| < e.

A fungdo f diz-se continua se for continua em todos os pontos do dominio.

Proposicao

Sejam f: X — R uma funcdo e xy € X. A funcdo f é continua em x( se e sé se ocorre
uma das situagdes seguintes:

@ x( € ponto isolado de X

@ xg € ponto de acumulagdo de X e lim f(z) = f(xo).
T—T0
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1 sex e R\Q
y A
y = f(z)
A I
1 z




f: R — R

1+ (x—1)3 sezeQf
T — 1—(z+1)3 sex €Q~
1 sexz e R\Q
Y
2L
y = f(2)
oo SR o B s
1 1 A 1 1
-2 -1 1 2 *
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f: R — R

{ cos(2mx)
r — 1

sex €Q
sez e R\Q
y
1 y = f(z)
—}1 i 5 iz
14

Cilculo
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Proposicao
Dadas f, g : X — R fungbes continuas em xg € X,

e [+ g e fg sdo fungdes continuas em xg;

@ se g(zp) # 0 entdo f é continua em x.
g

Proposicao
Sejam f: X — Y uma funcdo continua em g € X, g : Y — R uma funcdo continua em
f(xo). Entdo go f € continua em x.

Corolario
Sejam f: X — Y eg:Y — R fungbes continuas. Entdo g o f € continua. J
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Teoremas sobre continuidade

Apresentamos alguns teoremas que realcam propriedades importantes das funcbes continuas,
com especial relevo para as que estdo definidas em intervalos.

Teorema (de Weierstrass)

Seja f : [a,b] — R uma fung¢do continua. Entdo

de, d € la,b] Vo € [a,b] fle) < f(z) < f(d).

Teorema (de Bolzano-Cauchy)

Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua. Entdo f([a,b]) contém o intervalo fechado de
extremos f(a) e f(b).
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Corolario

Sejam I um intervalo de R e f : I — R uma fungdo continua. Entdo f(I) é um intervalo.

Corolario

Seja f : [a,b] — R uma fung¢io continua e suponhamos que f(a)f(b) < 0. Entdo existe
¢ €la,b] tal que f(c) = 0.

Teorema

Sejam I um intervalo de R e f : I — R uma funcdo continua e injetiva. Entdo f é
estritamente mondtona.

Teorema

Sejam I e J intervalos de R e f : I — J uma funcio bijetiva e continua. Entdo f~1 é
continua.
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