Sucessoes

Definicao

Uma fungcdo a : N — R diz-se uma sucessao real. A regra de correspondéncia n — a(n)
chamamos termo geral da sucessao e ao elemento a(n) chamamos termo de ordem n.

o Dada uma sucessdo a : N — R, denotando a(n) por a,, representamos a sucessio de
uma das seguintes formas:

o (a1,a2,...,an,...)

° (a")n€N
° (an)n simplesmente, se dai n3o advier confus3o.

@ Dada uma sucessao, o seu contradominio designa-se por conjunto dos termos da
sucessao.



Definicao
Uma sucessdo (ay,), diz-se:
e estritamente crescente (respetivamente crescente) se
VneN a, <any1 (respetivamente a, < an41);
e estritamente decrescente (respetivamente decrescente) se
Vn eN apy1 < ay (respetivamente api1 < ayp);
@ estritamente mondtona (respetivamente monétona) se for estritamente crescente ou
estritamente decrescente (respetivamente, crescente ou decrescente);
e majorada (respetivamente minorada, limitada) se
{an : n € N} for um conjunto majorado (respetivamente minorado, limitado).




Exemplo

@ A sucessdo (1 )n € estritamente decrescente e limitada.

n

e A sucessio (1+ (—1)"), ndo é mondtona mas € limitada.

Definicao

Uma sucessao (z,,), diz-se enquadrada pelas sucessées (a,)n € (bn)n se

VneN a,<z,<b, ou VneN b, <z, <a,.

Exemplo

A sucessio (%)n estd enquadrada pela sucessdo constante igual a zero e pela sucessido
constante igual a 1.
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Definicao

Dado a € R, diz-se que uma sucessao (a)

n € convergente para a, que tende para a ou
que tem limite a, se

Ve>0dpeNVn>p la, —al < e.

Escreve-se (ap)n—m> a, ap—> a ou lima, = a.
n
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Definicao

Uma sucessdo (ay),, diz-se convergente se existir um nimero real a tal que lima, = a. Uma
n

sucessdo que ndo é convergente diz-se divergente.

Teorema
Uma sucessdo ndo pode convergir para dois limites diferentes.

Proposicao

Toda a sucessdo convergente é limitada.

Proposicao
Sejam (ay,),, uma sucessdo convergente para zero e (b,), uma sucessdo limitada. Entdo
(anbn)n € uma sucessdo convergente para zero.
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Proposicao

Sejam (ay,),, € (by),, duas sucessGes convergentes respetivamente para a e para b. Entdo:
° (an + bn)n € uma sucessdo convergente para a + b;
° (anbn)n € uma sucessdo convergente para ab;

@ se b, # 0 para todon € N e b # 0, entdo (Z—:)n € uma sucessdo convergente para §.

Teorema

Sejam (ay,),, € (by),, duas sucessGes convergentes para ¢ € R. Seja (cy,),, uma sucessio
enquadrada por (ay),, e (bn)
Entdo (cp)n—m> c.

n*
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Teorema
Seja (ay),, uma sucessdo mondtona e limitada. Entdo (ay), € convergente e:
e se (an),, € crescente, lima, = sup{a, :n € N},
n

o se (an),, € decrescente, lima, = inf{a, : n € N}.
n

Exemplo

A sucessio (ay),, definida por recorréncia por

al = 1,
ant1 =vV1+a,, VneN

€ crescente e majorada logo € convergente.

1+
2

1S

lima,, =
n
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Subsucessoes

Definicao

Dada uma sucessio (ay),,, diz-se que (by,),, € uma subsucessdo ou sucessao parcial de
(an),,, se existir uma funcdo ¢ : N — N estritamente crescente tal que Vn € N b, = ay(y)-

v

Proposicao

Se (an),, € uma sucessdo convergente para a, qualquer sua subsucessio é convergente para a.

v

Corolario

Se uma sucessio (ay,),, possuir uma subsucessio divergente ou admitir subsucessoes
convergentes para limites diferentes entdo (ay),, € divergente.
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Limites infinitos

Definicao
Diz-se que uma sucessao (a,), tende para +oo (resp. —o0) se
VMeRIApeNVn>p an > M (resp. a, < M).
Escreve-se lima,, = +00 ou a,—7> 400
n

(resp. lima, = —00 ou a,—7> —0).
n

v

Exemplo

A sucessdo (n?)  tende para +occ.
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Infinitésimos vs infinitamente grandes

Proposicao
1
Se (ay),, € uma sucessdo tal que a,, # 0, Yn € N, entdo hm a, = 0 se e s6 se hm m = +o0.
n
Nota
A proposicdo anterior diz-nos que o inverso de um infinitésimo (sucessio convergente para
zero) é, em mddulo, um infinitamente grande e que o inverso de um infinitamente grande em
mddulo € um infinitésimo. )
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Séries

Definicdo (j+-i)
Dada uma sucessio real (ay,),, chama-se série real ao par de sucessées ((an)n, (Sn)n) tais
n
que s, = E ap, para todo on € N,
k=1
@ (an), diz-se a sucessao geradora da série.
@ (s,)n diz-se a sucessao das somas parciais da série.

Chamamos termo de ordem n de uma série ao termo a,, da sucessdo geradora.




Nota

Para conhecer uma série ((an)n, (Sn)n):
n
@ basta conhecer a sucessdo geradora (ay)n, pois s, = E ag, n € N;
k=1

@ basta conhecer a sucessdo das somas parciais, pois

ap = Si,
an = Sp — Sp—1, se n €N\ {1}.

) Gt s TR T



Definicao

A série gerada por uma sucessdo (ay,), diz-se convergente se a sucessdo das somas parciais,
(sn)n, convergir. Nesse caso, a S = lim s,, chama-se soma da série e representa-se
n

S:ian.
n=1

Uma série nio convergente diz-se divergente.

Nota
oo

Por abuso de notagdo, escreveremos E an ou E a,, para designar a série gerada por (ay),,,
n=1 neN

quer se trate de uma série convergente ou de uma série divergente.
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Nota
Frequentemente, por conveniéncia, consideramos séries em que a sucessdo geradora tem

o0
dominio Ny ou dominio {n € N: n > ng}, sendo ny € N. Escrevemos entdo E a, ou g an,

n=0 n€Np
oS
e g a, ou g ap,.

n=no n>ng
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Exemplo

. . 1 - .
Série harmonica E —. E uma série divergente.
n
neN

Série geométrica de termo inicial a e razdo r com a,r € R E ar™. Convergente sse |r| < 1

n€Np
oua=20.

.. . 1
Série de Riemann g — com a > 0. Convergente sse a > 1.
n
neN
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Proposicao

Sejam Z an € Z b, duas séries convergentes, de soma S e T, respetivamente e seja A € R.

neN neN
Ent3o:

° Z (an + bn)n € uma série convergente de soma S +T';
neN

° g ()\an)n € uma série convergente de soma \S.
neN

Definicao

Duas séries E ap € g b, dizem-se da mesma natureza se forem ambas convergentes ou

neN neN
ambas divergentes.
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Teorema

Seja (an)n uma sucessdo real. Se a série gerada por (ay), converge, entdo (ay), converge
para zero.

Definicao

A uma série do tipo Z(—l)"an ou Z(—l)"“an, em que (a,), € uma sucessdo de termos

neN neN
positivos, chamamos série alternada.
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Teorema (critério de Leibniz)

Seja Z(—l)”an uma série alternada tal que:
neN
@ (ap)neN € decrescente;

® (ap)neN converge para zero.

Entdo a série g (—1)"ay, € convergente.
neN
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Definicao

Uma série E an diz-se absolutamente convergente se a série gerada pela sucessdo dos
neN

mddulos, g lan,

neN

, for convergente.

Teorema
Se a série gerada por (ay), for absolutamente convergente entdo € convergente. Além disso,

’ZGn‘ §Z|an|-

neN neN
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Teorema (primeiro critério de comparag&o)

Sejam (ay,),, € (by),, sucessées de termos ndo negativos tais que
dpeNVn>p an < by.

Se a série E b, € convergente entdo a série E an, também € convergente.
neN neN

) Gt s T 2



Teorema (segundo critério de comparagio)
Sejam (ay,),, uma sucessdo de termos ndo negativos e (by,), uma sucessio de termos positivos

. . . Qp
tais que existe lim — = «.
n by,

e Sea € RT, g ap e E b, sdo séries da mesma natureza.
neN neN
e Se a =0, a convergéncia de E bn, implica a convergéncia de g Q.
neN neN
@ Se a = 400, a convergéncia de g an implica a convergéncia de g br.-
neN neN

% Gremsre s T W



Teorema (critério de Cauchy)
Seja (ay),, uma sucessdo de termos ndo negativos tal que lim {/a,, = .
n
@ Sea <1, entdo Z an € convergente.
neN

@ Sea > 1, entdo Z an € divergente.
neN
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Teorema (critério de d'Alembert)

Seja (an),, uma sucessdo de termos positivos tal que lim
n

@ Sea <1, entdo Z an € convergente.
neN

e Sea > 1, entdo Z an € divergente.
neN

Qn41

= Q.
an
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