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1.1 O ESPAGO R"
Relembre que:
> R"=RxRx--- xR,
N——
n vezes

€ o conjunto dos n-uplos ordenados = = (z1, 2, - ,x,), onde x1,xa, -+ ,z, SAO0
nameros reais.

» O conjunto R™ munido das operagoes + (adicao),
x+y= (1, %)+ W1, Yn) = (01 F Y1, T+ Yn), T, Y €RT,

e * (multiplicagdo por um escalar),’
axx=ax* (X, ,2,) = (ary, - ,0x,), « €R, z € R,

€ um espaco vetorial real.

1Por simplificagéo, usaremos o para denotar «a * a.
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1.2 PRODUTO INTERNO, NORMA E DISTANCIA

Definicao Uma fungdo - : R™ x R® — R diz-se um produto interno se para todo
x,y,z € R" e para todo a € R:

l.z#0=x - >0;
2. r-y=y-x,
3. (ax) -y = alx-y);

4 (x+y)-z=(x 2)+(y-2).

Exemplo: Produto interno canénico.

SeiIJ: (.Tl,ﬂ?g,...,ﬂ?n) ERney: (yl’yz"”’yn) ERn’

T-Y=21Y1 +22y2+ -+ TpYn-

fmiranda@math.uminho.pt 4 mif@math.uminho.pt



O espago R™ Produto interno, norma e distancia Nogdes topolégicas
o 000

0000
!

Definicao Uma fungéo ||| : R™ — R diz-se uma norma se para todo x,y € R™ e para

todo o € R:
1 fle] = 0;
2. |z| =0 &z =0;
3. |lax|| = |af [=];
4l +yll < llzfl + llyll-

Exemplo: Norma euclidiana.

Sex = (x1,22, - ,x,) € R,
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Definicao Uma fungado d : R* x R™ — R diz-se uma distancia se para todo x, y, z € R™:

1. d(z,y) > 0;
2. d(xz,y)=0 &z =uy;
3. d(z,y) = d(y, z);
4. d(z,y) < d(z, z) +d(z,y)
Exemplo
Sex = (x1,22, - ,x,) ER" ey = (y1,¥2, - ,yn) € R, afungéo

d(z,y) = llz -yl =

€ uma distancia.

Se nada for dito em contrario, iremos considerar sempre em R™ a norma euclidiana e a
distancia associada a esta norma.
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1.3 NOGCOES TOPOLOGICAS
Definicdo Sejam a € R™ e r € RT. Chama-se bola centrada em a de raio  ao conjunto

Bla,r) = {w ER": |z —al < 7-}.

Exemplo:
» Sen =1, entdo

B(a,?‘):{xeR:a—r<x<a+r}. e o oir

> Sen=2ea=(a,as), entdo

B(a,r) = {(1‘1,1’2) ER?: (1) —a1)? + (20 —a2)?® < 7"2}.
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Definicao Sejam U C R" e a € R". Diz-se que a é:
» ponto interior de U se de>0 B(a,e) CU

» ponto aderente de U se Ve>0 Bl(a,e)NU#D

» ponto de fronteira de U se for ponto aderente de U e de R™ \ U, isto é, se
Ve>0 Bl(a,e)NU#0 e Bla,e)N(R*\U) #0
» ponto de acumulagao de U se
Ve>0 (B(a,e)\{a})NU#0
> ponto isolado de U se pertencer a U e nao for ponto de acumulagao de U, isto é, se

Jde>0 B(a,e)NU ={a}
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» Ao conjunto dos pontos interiores de U chama-se interior de U e representa-se por
int U ou (} .

> Ao conjunto dos pontos aderentes de U chama-se aderéncia de U e representa-se
porad U ou U.

» Ao conjunto dos pontos de fronteira de U chama-se fronteira de U e representa-se
por fr U ou oU.

» Ao conjunto dos pontos de acumulacao de U chama-se derivado de U e
representa-se por U’.

Definicao Um subconjunto U de R™ diz-se:
> aberto se for igual ao seu interior;
» fechado se for igual a sua aderéncia;
» limitado se estiver contido em alguma bola.
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Exemplo: Determine o interior, a aderéncia, a fronteira e o derivado de

A=[0,1[x[0,1]U{(1, )}

o

A=]0,1[x]0,1]

A=[0,1] x [0,1]U{(1, %)}

A =[0,1] x {0,1} U{0,1} x [0,1]U{(1, &)}

A =10,1] % [0,1]
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