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2. FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS f:R" - R™

@® n =1,m = 1 funcoes (escalares) reais de uma variavel real

Exemplo: f: R — R
r — z?+1

@ n =1,m > 1 funcgoes vetoriais de uma variavel real

Exemplo: f: R — R2
x — (z,z-3)

® n > 1,m =1 fungOes (escalares) reais de varias variaveis reais

Exemplo: f: R?> — R
(z,y) — x+y

@ n > 1,m > 1fungdes vetoriais de varias variaveis reais

Exemplo: f: R2 — R3
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2.1 FUNGOES REAIS DE VARIAS VARIAVEIS REAIS

Seja D um subconjunto de R™ e f : D — R uma fungao de n variaveis.

D C R™ diz-se o dominio de f e f(D) C R diz-se o contradominio

Exemplos

> f(r,y)=+/9—22 —y2+1

Dy = {(z,y) e R? : 2® + y* < 9}

x+ 3y — 22
22+ y? + 22
D, = {(x,y,2) e R¥: 2? +y* + 22 £ 0} = R3\ {(0,0,0)}

Quando o dominio de f esta omisso, subentende-se que este € o maior subconjunto de R™ onde a expressdo
analitica que define f tem significado.

> g(z,y,2) =
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O gréficode f : D — R, D C R™, é 0 conjunto

Grf:={(z1,...,2n,y) € R (21,...,2,) €Dey= f(@1,.. @)}

» Sen =1, o gréfico de f é uma curva em R?;
» Se n =2, o gréfico de f é uma superficie em R3;
» Se n = 3, o gréfico de f é uma hipersuperficie em R*.

grafico de f grafico de f
y z
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Exemplo Consideremos novamente a fungao

f@y) =V9—a?—y?+1,

cujo dominio ja vimos que é

Dy = {(z,y) € R?: 2? + 4 < 9}.

O grafico de f é uma semiesfera de raio 3 e centro em (0,0, 1).
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Outra forma de descrever graficamente o comportamento de uma fungéo f : D — R,
D C R?, consiste em esbogar as curvas

f(z,y) = ¢, para varios valores constantes ¢ € f(D)

Estas curvas sao chamadas curvas de nivel de f, porque sdo as projecoes verticais no
plano xy das curvas nas quais o grafico de z = f(x,y) interseta o plano horizontal (nivel)
zZ =C.

Exemplo A
As curvas de nivel ¢ (¢ > 0) da fungéo
flzy) =2% +y°

sao circunferéncias centradas na origem
de raio \/c.

4]

=P
- S
3 curvas de nivel d
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Se f é uma fungao de trés variaveis, a superficie de nivel ¢ é o conjunto

Y. ={(z,y,2) € Dy : f(z,y,2) =c}

Exemplo

As superficies de nivel da fungao

f(xay7z):x2_z

sdo cilindros parabdlicos.

3 superficies de nivel de f

Em geral, a hipersuperficie de nivel ¢ de uma fungao de n variaveis &€ o conjunto
Y.={xeD; CR": f(x) = c}.
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2.2 FUNGOES VETORIAIS DE VARIAS VARIAVEIS REAIS

A fungao vetorial de n variaveis reais f : D — R™, D C R", fica definida por m fungdes
reais de n variaveis reais

f(@) = (fi(@),- .., fm()),

comf;:D—=R,i=1,...,m. As fungles f; sao designadas funcdes componentes de f.

Quando nao é explicitado, o dominio de f € a intersecao dos dominios das suas fungdes
componentes.

Exemplo Seja f a fungao definida por f(t) = (vt — 1,5 —t).
As fungdes componentes de f sao:

fl(t):\/t—l e fz(t):\/S—t

e o dominiode f é
Df = [1,+OO[ N ] - 0075] = [135]
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2.3 LIMITES E CONTINUIDADE

Definicdo SejamD CR", f: D — Rea € D'. Diz-se que ¢ € R é o limite de f(x) quando
x tende para a e escreve-se

lim f(x)=1¢,

r—a

se Ve>0 3 >0VeeD 0<|lz—all<d=|f(x)—{ <e

)

Ve >0 30 >0 f(B(a,0)ND\{a}) C B((,e).

Teorema: O limite de f(x) quando x tende para a, se existir, é unico.
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» Para funcbes de uma variavel, dizer que

lim f(z)=1¢

r—a

é dizer que f(z) se aproxima arbitrariamente do numero real ¢, desde que x esteja
suficientemente préximo de a.
> Sen =2, isto é, se f & uma fungdo de duas variaveis', entdo
lim z,y) =14
(z,y)—(a,b) fa.v)
se e sb se f(z,y) esta arbitrariamente proximo do numero real ¢, desde que (z,y)
esteja suficientemente préximo de (a, b) (independentemente do modo como a
aproximagao de (a, b) se processa).
» Assim, se encontrarmos duas trajetérias C; e (5 tais que

[im “(x. li ).
(z,y) — (a,b) f( y) ;é (z,y) — (a,b) f( ’y)’
(z,y) € C1 (2. y) € Cy

podemos concluir que ndo existe  lim  f(z,y).
(z,y)—(a,b)

'Se n > 2, a situagéo ¢ analoga.
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Exemplo Seja f(z,y) = ;%> Calcule, caso exista,  lim  f(z,y).
Y (z,y)—(0,0)
=0.

> Consideremos que (z,y) se aproxima de (0, 0) ao longo da reta de equagao =

Entao
lim 0 = 0. [
yl Of( ) y) P

» Considerando retas do tipo y = mz, m € R.

mx 2 m

I|m flz,ma) = I|m Y {1+ m2)a? =1

O limite anterior depende do valor de m, i.e. para val-
ores de m distintos, obtemos valores diferentes para
os limites ao longo das trajetdrias.

Logo, ndo existe  lim z, ).
g (z,y)ﬁ(O,O)f( v)
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xX

Exemplo Seja f(z,y) = =

*v_ Calcule, caso exista lim x
v ’ e Moy ()

2y

flep=g

oy

> Limite segundo a reta de equagao = = 0.

lim £(0,) = 0.
y—0

» Limite segundo retas do tipo y = mz, m € R.

lim £ Y= ma3 i ma
m = Iim -—-——=\IIm — — =
onp ) VT 20 (22 4+ m2)z2 20 22 + m?

» Limite segundo a parabola de equagéo y = 2°. rape 2

Aar

4
- o ¥ 1
fimy 7w a%) = i 505 = 5

Logo, ndo existe  lim z,Y)-
9 (z,y)ﬁ(o,O)f( v)
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Podemos mostrar, em alternativa ao uso da defini¢ao, que

lim f(x) = ¢,

r—a

usando a técnica de enquadramento descrita no resultado seguinte.

Teorema: SejaD CR™ esegjam f:D — R eg: D — R fungdes tais que

I[f(x) - <g(x) e Jim g(z) =0.
Entao
tr 1) = .
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Exemplo Mostre que, se f(z,y) = entao existe

m2+y2 ’

lim  f(z,v).

(z,y)—(0,0)

Notemos, por exemplo, que o limite ao longo da reta de equacgao = = 0 é 0. Isto significa
que, uma vez que o limite existe, este tera que ser 0.

Usando o teorema anterior e atendendo a que

2 <1
e |f($7y)‘ = |y|12x7+yZ < ‘y| x2+y? —
lim =0 e 22
(z,y)—(0,0) |y| ’ el

concluimos que

lim

:Ezy
2 2
(z,y)—(0,0) 1Y

=0.
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Teorema: SejaD CR"™ esejam f:D — R eg: D — R fungbes tais que

lim f(x) =46 e lim g(x) = lo.

T—a T—a
Entao:

> lim (f(x)+ g(x)) =01+ b2

Tr—a

> lim (f(x)g(x)) = l1la;

Tr—a

> |im M:ﬁ—l,seéﬂéo.
2
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Definicao Sejam D CR”, f: D — R™ e a € D'. Diz-se que £ € R™ é o limite de f(x)
quando « tende para a e escreve-se

lim f(x) =¢,

r—a

se Ve>0 30>0VeeD 0<|lz—al|l <d=|f(zx) €| <ce

)

Ve>0 30 >0 f(B(a,0)NnD\{a})C B(£e).

Teorema: SeDCR", f: D — R™ acD el=(t,...,0,) entdo
r = (fl(a:)7afm(x))

lim f(x)=£¢< Ii_r)n filx)=4¢;, i=1,...,m.

r—a
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Exemplo Considere a fungéo definida por f(z,y, z) = (ze**, x2yz). Como

lim re* = -1 e lim x?yz =0,
(z,y,2)=(=1,1,0) (z,y,2)—(-1,1,0)

entao

lim z,y,2) = (—1,0).
(z,y,z)ﬁ(fl,l,mﬂ y,2) = (=1,0)

Definicao Uma fungao f : D — R™, D C R", diz-se continua num ponto a € D se a é um
ponto isolado ou

iim f(x) = f(a).

r—a

Uma funcao f diz-se continua, se for continua em todos os pontos do seu dominio.

Os resultados relativos a soma, produto e composta de fungdes continuas de uma variavel, sdo
extensiveis, de forma natural, a fungdes de duas ou mais variaveis.
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Exemplos
> A fungdo

[ L se (ny) #(0,0),
f(x’y)_{ 0 se (zy)=(0,0).

nao € continua na origem, porque nao existe  lim  f(z,y)
(z,y)—(0,0)

(ver p. 12).

> A fungéo

foy={ F 2 @200,
’ 0 se (zy)=(00).
€ continua na origem, porque

lim z,y) = 0= f(0,0
(m’y)a(o’o)f( ) f(0,0)

(ver p.14).
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